Rachunek prawdopodobienstwa / Data Science [KW/2023]
Zapraszam do zapoznania sie z rekomendacjami dotyczacymi proponowanych rozwigzan wybranych zadan

(Uwaga: to tylko szkic, rekomendacja, a nie petny zapis kompletnego rozwigzania przyktadowych problemow
Najlepszym sposobem weryfikacji poprawnosci rozwiqzania jest sprawdzenie, czy dowolnie wybrany czytelnik naszej
pracy potrafitby na tej podstawie je powtdrzyc - na podobnym przyktadzie).

1. Dwaj studenci umoéwili sie razem na konsultacje u profesora, w ramach ktdrych chcieliby poprawic krétkie,
15 minutowe kolokwium. Kto przyjdzie pierwszy, poczeka zatem na drugiego wytgcznie w czasie trwania
kolokwium, a wéwczas bedg mogli wspdtpracowac. Jaka jest szansa, ze studenci sie spotkajg i podejma
wspotprace, jesli wiadomo, ze przybeda w losowym czasie konsultacji profesora, ktére odbywajg sie we
czwartki, miedzy 11:45 a 12:45?

Rekomendacja (szkic) rozwigzania:

Punktem wyjscia jest okreslenie danych (warunkéw brzegowych). Czas konsultacji wyktadowcy obejmuje godziny od
11:45 do 12:45, a zatem 60 minut. Jesli zatem jako x i y oznaczymy czas przybycia na konsultacje pierwszego [x] i
drugiego [y] studenta, to oczywiscie wartosci x, y nalezg do {0, 60}. Dodatkowo wiadomo, ze studenci bedg mogli
podjac¢ wspotprace tylko wéweczas, jesliich czas przybycia na 15-minutowe kolokwium przynajmniej czeSciowo bedzie
sie pokrywat, czyli tenze "czas wspdlny" bedzie wynosit {0, 15} minut. Poniewaz pytamy o prawdopodobieristwo,
warto rozpocza¢ od definicji prawdopodobienstwa klasycznego P(A), uwzgledniajgc wystepowanie dwdch
zmiennych x i y, co pozwala na zastosowanie perspektywy prawdopodobienstwa geometrycznego. OMEGA moze
zatem zostac opisana jako powierzchnia kwadratu [0, 60] x [0, 60]. Z kolei zbidr zdarzen sprzyjajacych A zostanie
wyznaczony przez wszystkie pary x, y (czas przybycia studentéw), oczywiscie nalezgce do zbioru OMEGA, takie ze
wartos¢ bezwzgledna |x-y| bedzie mniejsza lub (w ostatecznosci) réwna od 15 minut.

W rozpatrywanym przypadku znacznie tatwiej odwotac sie do zdarzenia przeciwnego A', wyznaczonego przez zbiér
par poszczegdlnych, wyznaczonych w minutach czasow x, y: |x'-y'|>45. Zatem A'=45x45; oczywiscie Q=60x60,
dlatego P(A")=A'/Q, czyli okoto 56%. W konsekwencji, wyznaczajac prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego
P(A)=1-P(A') wyznaczymy, ze szansa na spotkanie sie studentow w trakcie krétkiego kolokwium i nawigzanie
ewentualnej wspotpracy wynosi okoto 44% [obliczajgc P(A)=100-56].

Czy wskazaliscie Paistwo metode? Czy wiadomo, z jakich narzedzi trzeba skorzystaé, aby przygotowac rozwigzanie?
Czy okreslono jedng jednostke, bedacg nastepnie podstawg wyznaczenia miary prawdopodobienstwa? Jak
wyznaczono i czym jest A'? Co jest cechg charakterystyczng rozpatrywanego tu prawdopodobienstwa
geometrycznego (i jego miarg)?



2. Prosze sobie wyobrazié, ze kibicujecie Panstwo w turnieju gier, w ktdrym uczestniczg cztery druzyny, w tym
Wasza ulubiona. Mozna w nim zagra¢ w DARTA lub w karty. Dla uatrakcyjnienia gry w DARTA, w okragta
tarcze do gry w DARTA wpisano kwadrat, ktéry oznaczono kolorem czerwonym. Rozpoczeto gre, polegajaca
na rzucie lotkg w tarcze przez kazdego z czterech zawodnikéw. Nie okreslono czasu trwania gry.
Rownolegle, obok, toczy sie gra w karty. Gracze (jest ich czterech i postugujg sie klasyczng talig 52 kart)
umowili sie, ze bedzie to uproszczona wersja pokera, w ktdrej zwyciezy ten z graczy, ktéry pierwszy, w
pojedynczym, sprawiedliwym rozdaniu uzyska "karete" z aséw (czyli zdobywa punkty, gdy otrzyma w
rozdaniu wszystkie cztery asy). Gracze sg zdeterminowani i karty rozdajg do skutku...

W obu grach uczestniczg reprezentanci druzyny, ktdrej Panstwo kibicujecie. Mozna tez na ich sukcesie
zarobic nieztg nagrode pieniezna, pod warunkiem wskazania zwyciezcy. Prosze wskazac, na ktérego z
Waszych ulubiencéw postawicie Paristwo swoje pienigdze i uzasadni¢ dlaczego, wiedzac ze:

* "Wasz" gracz w DARTA regularnie trafia w tarcze. Wygrywa (i zdobywa cenne punkty) wtedy, gry trafia
swojg "lotka" w obszar znajdujacy sie w tarczy, ale poza oznaczonym na czerwono kwadratem.

** "Wasz" gracz w karty nie ma specjalnych przywilejéw, ale jest zdeterminowany grac tak dtugo, jak bedzie
toczyta sie gra w DARTA.

Oceniajac ryzyko prosze wykorzystac¢ znane Panistwu narzedzia kombinatoryki i prawdopodobienistwa.

Rekomendacja (szkic) rozwigzania:

1) GRA W DARTA: Zadanie najlepiej rozwigza¢ metodga klasyczng. Préba dokonania uproszczenia metoda
podstawienia nie daje petnej satysfakcji. Uniemozliwia identyfikacje szczegdlnej wtasciwosci badanego tu
prawdopodobienstwa geometrycznego. Najtatwiej bedzie opisaé zdarzenie przeciwne, oznaczone A". Zatem miarg
wynikdw sprzyjajgcych dla A' jest powierzchnia kwadratu wpisanego w koto. Warto rozpoczgé od P(A')=A'/Q. Omega,
czyli pole kota to: mr22. Poszukujemy "a", czyli dtugosci boku kwadratu. Tymczasem pole kwadratu wyznaczyé mozna
z parametru przekatnej kwadratu, wynoszacej 2r. Pomaga wybdr metody na obliczenie ,,r” (1/2a * pierwiastek z
dwdch). To pozwala na wyznaczenie formuty na dtugos$¢ boku kwadratu, czyli a. Wartosci te trzeba podstawic,
poprawnie przeliczyé, co da w efekcie: P(A')=2/m. W przyblizeniu warto$é prawdopodobienistwa mozna wyznaczyd,
np. w procentach, zatem P(A)=1-P(A')=100%-64%=36%. Prosze zauwazy¢, ze do obliczen nie sg potrzebne zadne
dodatkowe zatozenia, w tym wartosci liczbowe.

2) GRA W KARTY: W tym przypadku trzeba wyznaczyé prawdopodobienstwo, z jakim gracz w karty w pierwszym
(kazdym pojedynczym rozdaniu) ma szanse otrzymac 4 asy. Wiadomo, ze postugujemy sie klasyczng talig kart, liczaca
52 karty, po 13 figur w kazdym z 4 koloréw. Kluczem jest dobry opis zdarzenia losowego (B). Proces rozdania kart
warto podzieli¢ na podzbiory, ustali¢ formute i wéwczas z 52 kart kazdy gracz otrzymuje 13, a chciatby dostaé [opis
zdarzenia sprzyjajacego B:

o * z perspektywy koloréw: (13 po 1) * (13 po 1) * (13 po 1) * (13 po 1), albo
o ** 7 perspektywy figur [aséw]: (4 po 4) * (48 po 9).

Analizowane zdarzenie losowe odbywa sie w obrebie jednego zbioru (talia), zatem kombinacje bez powtdrzen
[formutg obliczeniowg jest dwumian Newtona (n po k)] uzupetnia reguta mnozenia. Natomiast OMEGA (Q) powinna
zostaé wyznaczona analogicznie, opisuje je kazde rozdanie kart w ramach ktdorego kazdy gracz otrzymuje 13 kart na
(52 po 13) sposobdw [obliczonych dwumianem Newtona]. W rezultacie wyznaczamy prawdopodobieristwo klasyczne
P(B)=A/Q. Prosze obliczy¢! Teraz pozostaje poréwnac wyznaczone prawdopodobierstwa.

Co zatem jest wieksze? P(A) czy tez P(B)? Czy P(B) moze przekroczyé 36%? Stawiamy na DARTA?!



3. Prosze wyznaczy¢, jakie jest prawdopodobierstwo wygrania "pigtki" w loterii LOTTO, w ktérej losuje sie 6
liczb (kul) z bebna zawierajgcego 49 ponumerowanych kolejno kul. Prosze podac réwniez, ile pieniedzy
trzeba zainwestowad w losowanie, aby wygranie "pigtki" byto pewne, przyjmujac, ze za skreslenie kuponu (w
tym przypadku za podanie jednej wiasnej propozycji "széstki") zaptacimy 1 EUR. Czy warto podjgé taka gre?
Czy sg szanse na zysk, czy to inwestycja skazana na porazke?

Rekomendacja (szkic) rozwigzania:

Podstawg rozwigzania jest przyjecie perspektywy prawdopodobieristwa klasycznego, a nastepnie wyznaczenie P(A),
gdzie A to ilos¢ wszystkich mozliwych kombinacji "piatki" w loterii, zas OMEGA oznacza ilo$¢ wszystkich mozliwych
wynikéw w LOTTO. Owszem, trzeba zaznaczy¢, jak doktadnie (formuta) wyznaczacie Panstwo "A" (258), a jak OMEGE
(prawie 14 min). Zatem stosowana jest kombinacja bez powtérzen dla A (6 po 5)*(43 po 1) wraz z reguta mnozenia, a
takze dla OMEGI (49 po 6). Zatem P(A) dla "piatki" jest stabe, tylko 0.002%...

Na zakonczenie nie chodzi jednak o to, by wyliczy¢ tylko konieczng kwote inwestycji w kupony LOTTO, ktére pozwolg
na wygranie pigtki z zachowaniem ryzyka wyznaczonego prawdopodobienstwa. Pewnos¢ nie jest prostg
odwrotnoscig prawdopodobieristwa... Aby mie¢ PEWNOSC wygrania piatki (czyli posiadania jednego pewnego
kuponu z trafiong pigtka), trzeba ich kupi¢ 13983816-257 (jeden mniej, niz wyznaczone A; ten jeden to wtasnie nasz
trafiony los), co razy 1 EUR ztotych daje niemal 14 min EURO i prawie sie nie rézni od inwestycji niezbednej dla
"szostki".

Zatem rzeczywiscie, inwestycja raczej nie optaca sie... Chociaz, przy takiej determinacji, moze sie okazaé, ze celujagc w
"pigtke" przy okazji zgarniemy"

. szoéstke

. przynajmniej jedng pigtke
o kilka czwérek

o kilkanascie tréjek

gdyz najmniejszg wygrang, jest kwota wyptacana wtasnie za trafienie trzech poprawnie skreslonych liczb z 49. Zatem
grac, czy nie grac? Prosze policzy¢ ewentualny bilans..

tatwo zauwaziy¢, ze w przypadku pytania o ,,czwérke”, problem mozna rozwigzaé analogicznie, oczywiscie stosujac
witasciwe dane.

Wdwczas nasze zdarzenie A, czyli trafienie "czworki", mozliwe jest na (6 po 4)*(43 po 2) sposobow. Zatem nasza
kombinacja C(A)=(6 po 4)*(43 po 2)=13545, wiec na tyle sposobéw mozna w losowaniu typowac (wylosowac)
"czwarke". Teraz mozna tatwo obliczyé prawdopodobieristwo "trafienia czwarki", gdzie P(A)=A/Q. Czyli: P(A)= (6 po
4)*(43 po 2)/ (49 po 6) = 13545 / 13983816 = 0. 00097 = 0,097% = 0,1%.

Jak jednak trafi¢ 'czwérke" na pewno? Pewnosc nie jest prostg konsekwencja prawdopodobienstwa. Dlatego, aby
by¢ pewnym czwarki, trzeba kupié przynajmniej: {13983816-13545+1} kupondw, czyli {13983816-13544}, a zatem o
jeden mniej, niz szansa na "czwérke" - gdyz ten "jeden" kupon bedzie naszym zwycieskim, on daje PEWNOSC. W
efekcie, gdy kazdy kupon kosztuje 1 EUR, trzeba zainwestowac przynajmniej: 13970272 EUR (ok. 13,97 min EUR),
czyli niewiele mniej, by by¢ pewnym nawet "szostki". Prawda?

Zatem:
prawdopodobienstwo trafienia "czwérki" w LOTTO oszacowano na poziomie 0,1%,

aby jednak mie¢ pewnosé wygrania "czworki" trzeba zainwestowac niemal 14 min EUR, czyli prawie tyle samo, ile
trzeba wydaé na zakup petnej puli kuponéw w losowaniu.

Co Panstwo na to? Warto zagrac?



4. Zarzadzacie Panstwo firma IT_Vinci, ktéra przejeta nowy biurowiec i zostata podtagczona do nowo uruchamianej
wewnetrznej centrali telefonicznej, obstugujacej potaczenia 6-cyfrowe. Poszczegdlne numery telefoniczne nie mogag
zaczynac sie od zera. Prosze ustali¢:

Jakie sg szanse, ze zostanie Panstwu przydzielony numer, ktérego trzy ostatnie cyfry bedg oznaczone za pomoca
dostepnych oznaczen liczbowych, jednak innych niz liczby nieparzyste*???

Czy szanse te sg wieksze, niz otwarcie za pierwszym razem drzwi do Waszego nowego biura, ktdre zabezpieczono
trzycyfrowym kodem PIN?

Uwaga, niestety nie pamietacie Panistwo tego kodu PIN, oprdcz charakterystycznej wskazéweki, ze dwie z cyfr kodu
PIN powtarzaty sie (wystepowaty dwukrotnie w zapomnianym kodzie)???

Prosze wskazac korzystniejsze rozwigzanie, potwierdzi¢ je obliczeniami, a odpowiedz krétko uzasadnié.
*Liczba nieparzysta to taka liczba catkowita, ktérej nie mozna podzieli¢ przez 2 (przy dzieleniu przez 2 daje reszte 1).
Rekomendacja (szkic) rozwigzania:

1. Postawiony problem sktada sie z dwéch zasadniczych czesci (zdarzen losowych n. Z1 i Z2) Wypada je na wstepie
wskazac, poprawnie opisaé. Celem jest zas pordwnanie wartosci P(Z1) oraz P(Z2) i wskazanie, wraz z uzasadnieniem,
rozwigzania korzystniejszego.

2. Pierwsza czesc - jest pytaniem o prawdopodobienstwo otrzymania numeru telefonu do biura nowej formy, na
zadanych warunkach. Zatem, szansa na otrzymanie numeru spetniajagcego warunek wstepny (dane) wynosi
(prawdopodobienstwo klasyczne) odpowiednio P(A)=112500/900000=0,125 czyli 12,5%. Dlaczego? A=9*10*10*5%*5,
prawda? Podobnie wyznaczamy Q=9*10*10*10*10*10. Trzeba uzasadnic, skad to sie wzieto, potraficie?

3. Druga czes$¢ - zaprasza do poréwnania uzyskanego wyniku z innym prawdopodobiefnstwem, Tym razem jest to
pytanie o szanse na odgadniecie PIN-u do drzwi za pierwszym razem. Prawdopodobienstwo (czyli szanse) tego
zdarzenia trzeba wyznaczy¢ za pomocg permutacji z powtdrzeniami (nie wiadomo przeciez, ktére cyfry sie
powtarzajg). Wskazano bowiem (dane), ze az dwie z cyfr kodu powtarzajg sie dwukrotnie!!! To trzeba poprawnie
opisac.

3.1. W zadaniu pojawita sie PULAPKA. Mamy 3-cyfrowy PIN, w ktérym dwie cyfry kodu powtarzajg sie dwukrotnie.
Taka sytuacja wystepuje tylko wowczas, gdy cyfry kodu sg identyczne, zatem jest tylko 10 takich mozliwosci, gdyz

nasze zdarzenie mozemy opisac¢ jako B={000, 111, 222, 333, 444, 555, 666, 777, 888, 999}=10. Poniewaz P(B)=B/Q,
potrzebujemy jeszcze wyznaczyé zbior wszystkich mozliwych zdarzen. Zatem Q wyznaczymy np. za pomoca reguty
mnozenia dla 3 pdl PINu, ktére moze zapetni¢ kazda z 10 cyfr.

3.2. Wydaje sie ze bedzie to matematycznie tak: Q=10*10*10 (wiadomo, dlaczego?), a w konsekwencji
P(B)=10/1000=0,01 czyli 1,0%. mamy jednak dodatkowg wiedze, ze nasze zdarzenie oczekiwane B moze wystgpic¢
tylko jako jedna z 10 mozliwosci, gdyz B={000, 111, 222, 333, 444, 555, 666, 777, 888, 999}=10. Mozna wiec
intuicyjnie zawezi¢ Q, ktéra w tym wypadku bedzie réwna B, zatem gdy Q=B=10, a my tak naprawde mamy tylko 1
poprawny PIN, cho¢ nie wiemy ktdry, wowczas precyzujemy nowe zdarzenie C=1 (tylko jeden PIN jest poprawny, co
wynika z zasady, ktorg zapamietalismy), W efekcie P(C)=1/10=0,1 czyli 10,0%

4. Jaki wniosek wynika z poréwnania prawdopodobienstw? | tu zndw ciekawostka:

Matematycznie P(A)>P(B). Zatem, nieco tatwiej otrzymaé wymarzony numer, a bardzo trudno trafi¢ w niby prosty
PIN.

Jednak logicznie trzeba uwzglednié nie P(B)=1,0%, ale P(C)= 10,0%. Tymczasem nadal P(A)>P(C). Zatem fatwiej
uzyska¢ wymarzony numer, a trudniej trafi¢ nawet dosc¢ prosty PIN.



5. ZostaliSmy zaproszeni na turniej gier losowych. Nie chcemy sie spdzni¢. Na naszym przystanku
zatrzymujg sie 3 autobusy. Sg juz w drodze, a kazdy przyjedzie w losowym czasie miedzy 0 a 15 minut.
Jaka jest szansa, ze bedziemy czekaé na pierwszy autobus krécej niz 5 minut?

Uff, dojechalismy. Startuje turniej gier losowych. Gra wejsciowa polega na tym, ze: rzucajac trzema
uczciwymi, szesciennymi kostkami do gry, analizujemy dwa zdarzenia. Niech A oznacza zdarzenie
polegajgce na tym, ze na kazdej kostce liczba wyrzuconych oczek jest wieksza niz 2, zas B oznacza
zdarzenie polegajace na tym, ze suma oczek jest podzielna przez 9. Prosze wyznaczy¢
prawdopodobienstwo sumy obu tych zdarzen.

Czy uda nam sie zakwalifikowa¢ do turnieju gtéwnego?

Rekomendacja (szkic) rozwigzania:

Zadanie, jak to w zyciu, ma swoje elementy sktadowe. najpierw trzeba zdgzy¢ na turniej, nastepnie wygrac
przynajmniej gre wejsciowa. Jak w "Milionerach"

Punktem wyjscia jest okreslenie problemu do rozwigzania, a jest nim okreslenie szansy (a zatem wyznaczenie
prawdopodobienistwa) na udziat w turnieju gtdwnym gier losowych (E), pod dwoma warunkami: dotarcia na czas do
salonu gier (T) oraz poprawnego rozwigzania zadania wstepnego (C), wymagajgcego oszacowania
prawdopodobienstwa sumy zdarzen, opisanych jako (A) oraz (B). Dobrze jest wiec zapisa¢ w postaci formuty logicznej
problem, jaki mamy do rozwigzania.

1. KROK PIERWSZY. Transport publiczny, a w zasadzie kazdy transport, zawsze obarczony jest ryzykiem. W naszym
przypadku nie jest ono az takie duze. W naszym przypadku musimy wyznaczy¢ P(T).

Jak sobie z tym poradzi¢?

O powodzeniu rozwigzania decyduje poprawny opis zdarzenia losowego (a w szczegdlnosci jego elementow
sktadowych). Zdarzeniami elementarnymi sa tréjki (x, y, z), okreslajace czasy przyjazdu trzech autobusow. Przestrzen
zdarzen elementarnych jest wiec podzbiorem R"3:

W pierwszym etapie mozna przyjgc perspektywe prawdopodobienstwa klasycznego (pamietamy formute....). To sie
uda tylko woéwczas, gdy poprawnie okreslimy, wykorzystujgc schematy kombinatoryczne: zbiér wszystkich mozliwych
zdarzen (tzw. "omege") oraz zbidr zdarzen sprzyjajacych. Dopiero wéwczas mozliwe jest wyznaczenie
prawdopodobienstwa, czyli P(T). Poszukiwane zdarzenie (T) jest doktadnie tym samym, ktére pozwala zidentyfikowac
dobrze uchwycone zdarzenie przeciwne {A'). Mozna wiec na tej podstawie obliczy¢, ze szanse dotarcia na czas sg
znaczne, to ponad 70%! Finalnie wypada da¢ odpowiedzZ, ktérg zrozumie kazdy pasazer czekajacy na autobus. A
odpowiedz nalezy do Panstwa: zdgzymy zatem, czy nie?

2. KROK DRUGI: Dojechalismy wreszcie do salonu gier i startujemy w grze wejsciowej (C). Trzeba zatem dobrze opisac
zdarzenie losowe (C), ktére w istocie jest ztozone z dwdch podobnych, ale... odrebnych zdarzen. Poprawny opis
sytuacji losowej prowadzi do wniosku, ze konieczne jest wyznaczenie prawdopodobienstwa sumy zdarzen:
pierwszego (A) i drugiego (B). Jak sobie z tym poradzi¢? Przyktadowo (uwaga na réznice w symbolice), tak:

Zmierzamy zatem do wyznaczenie P(D), ktdre mozna wyznaczy¢ jako sume prawdopodobienstwa zdarzen: P(A) oraz
P(B). Trzeba podac poprawng formute umozliwiajgca takie obliczenia, uzasadniajgc, skad tez ona sie wzieta.

3. Jesli zatem:
. zdazylismy dojechad do salonu gier

. poprawnie oszacowaliémy prawdopodobienstwo sumy zdarzen w turnieju wejsciowym na poziomie niemal
40% (czyli P (C)=39,4%),

to z pewnoscig gospodarze - w nagrode za poprawng odpowiedz - zaproszg nas do udziatu w turnieju gtdwnym. Jakie
wiec moze by¢ P(E)="?



